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Podolgovate bakterije se pod hidrostatičnim tlakom, gledano skozi prizmo izotropnega
materiala, deformirajo nekoliko neobičajno, saj se lahko ob pričakovanem manǰsanju
cilindričnega premera njihova dolžina povečuje. V tem delu smo predpostavili, da je
razlog v anizotropni strukturi celične membrane bakterije. Postavili smo model bak-
terije, kot tankostenskega valja, iz homogenega, transverzalno izotropnega materiala,
z usmeritvijo simetrijske osi v smeri nitastih struktur v steni bakterije. Za ta model
smo nato izpeljali deformacijske enačbe. Enačbe smo nato analizirali ter ugotovili, da
želeno deformacijsko stanje dobimo le za določeno kombinacijo snovnih parametrov.
Z raziskavo smo pridobili ustrezen model, ki lahko opǐse deformacijo bakterij in je





Deformation of an anisotropic cylindrical shell under hydrosta-
tic pressure
Luka Brajnik





Rod shaped bacteria under hydrostatic pressure load, observed from a perspective of an
isotropic material, deform rather unusually, with the expected reduction of cylindrical
diameter their length increases. In this work we assumed, that the reason for this
is in the anisotropic structure of the cell wall of the bacterium. We set up a model
of the bacterium as a thin-walled cylinder formed from a homogeneous, transversely
isotropic material, with the symmetry axis in the direction of the fibrous structure
within the cell wall. We then derived the deformation equations for this model. We
analysed these equations and found out that we get the desired deformation state only
for a specific combination of the base parameters. With this research we gained an
appropriate model, that can describe the deformation of bacteria and is simple from
the perspective of understanding it as well as actual computation of the deformation.
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3.1 Izpeljava enačb efektivnega modela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.1.1 Pomiki in deformacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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t m debelina stene
L m dolžina
C Pa togostna matrika
A / matrika ortagonalne transformacije
w⃗ / vektor pomikov
ET MPa togost v transferzalni smeri
EL MPa togost v longitudinalni smeri
D MPa strižna togost
B MPa faktor Poisson-ovega učinka materiala
T / matrika za transformacijo napetostnega tenzorja
M MPa tranformirana togostna matrika
N MPa inverz tranformirane togostne matrike
σ Pa napetostni tenzor
ε / deformacijski tenzor
σ Pa vektor napetosti v pomožnem koordinatnem sistemu
ε / vektor deformacij v pomožnem koordinatnem sistemu
ηT / brezdimenzijska togost v transferzalni smeri
ηD / brezdimenzijska strižna togost
ηB / brezdimenzijski faktor Poisson-ovega učinka materiala
φ rad kot zasuka pomožnega koordinatnega sistema
σ Pa vektor napetosti
ε / vektor deformacij
κ / faktor deformacije
Indeksi
x, y, z koordinate kartezičnega koordinatnega sistema
r, θ, z koordinate cilindričnega koordinatnega sistema




Pri opazovanju podolgovatih bakterij pod mikroskopom lahko opazimo, da je njihova
deformacija dokaj neobičajna [1, 2]. Bakterijam se namreč ne zmanǰsa v vseh smereh
enako, kot bi to pričakovali od običajnega izotropnega materiala, temveč se jim pre-
mer zmanǰsa, dolžina pa poveča. Vemo, da bakterije v obliki kapsul (sfero-cilindrov)
vsebujejo dolga aktinska vlakna znotraj, prav tako pa lahko predpostavimo vlaknasto
strukturo celične membrane. Ne vemo pa ali so ta vlakna navita pod kotom ali so vzpo-
redna z dalǰso osjo bakterij. Preprostega teoretičnega modela, ki bi omogočal hiter ter
preprost izračun deformacij bakterije v literaturi še nismo zasledili, zato je bilo do sedaj
deformacijo potrebno simulirati preko končnih elementov oziroma podobnih metod, ki
pa so lahko časovno potratne ter ne omogočajo tako preprostega opisa parametričnega
prostora.
1.2 Cilji naloge
Cilj zaključne naloge je postavitev preprostega teoretičnega modela, ki bi omogočal opis
deformacije bakterije in s tem pripomogel k lažjim izračunom ter bolǰsemu razumevanju
obnašanja bakterij pri povǐsanem tlaku ter hkrati sovpada s predpostavkami, ki so jih
delno že potrdili biologi. Model mora biti kar se da preprost, vendar še vedno sposoben
opisovati dogajanje pod hidrostatičnim tlakom.
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2 Teoretične osnove in pregled lite-
rature
Če opazujemo, kako se bakterija deformira pri povǐsanju hidrostatičnega tlaka, opazimo
dokaj neobičajen pojav. Bakterija se ne skrči v vseh smereh. Zgodi se celo, da se v
osni smeri smeri raztegne.
P. Kumar in A. Libchaber sta v svojem delu [2] opazovala, kako se bakterije Escherichia
coli obnašajo pri različnih tlakih ter temperaturah.
Ugotovila sta, da lahko rastejo ter se delijo na velikem območju temperatur (T =
23 − 40◦ C) ter tlakov (p = 0,1 − 40 MPa). Pri tem sta opazila tudi, da se pri
povǐsanem tlaku bakterije podalǰsajo, kot prikazuje slika 2.1.
Slika 2.1: Progresivno dalǰsanje bakterijskih celic (Escherichia coli) za različne tlake
pri T = 31◦C: (a) 0,10 MPa, (b) 5,1 MPa, (c) 10 MPa, (d) 20 MPa, (e) 25 MPa in (f)
30 MPa [2].
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2.1 Teoretični model
Če pod elektronskim mikroskopom opazujemo obliko take vrste bakterije (2.2), opazimo
zelo izrazito podolgovato obliko posameznih bakterij.
Slika 2.2: Fotografija z elektronskim mikroskopom Escherichia coli bakterij seva
O157:H7 [3].
Zaradi lažjega modeliranja bakterije predpostavimo njeno obliko kot votel tankostenski
valj, s sferično kapico na vsaki strani kot prikazuje slika 2.3. Bakterija sicer v realnosti
ni votla vendar predpostavimo, da se glavni vzroki za njeno neobičajno deformacijo
nahajajo v celični membrani.
Slika 2.3: Model bakterije kot tankostenski valj s sferičnima kapicama - sfero-cilinder.
Odločili smo se modelirati le valjasti del te strukture (slika 2.4), saj smo predposta-
vili, da je bakterija dolga in se v tem delu nahaja glavni vzrok za obravnavani potek
deformacije bakterije.
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Slika 2.4: Model bakterije kot tankostenski valj s sferičnima kapicama - sfero-cilinder.
Zaradi preprostosti, obravnavamo valj polmera r in z debelino stene t, kot prikazuje
slika 2.5 in predpostavimo, da je iz homogenega materiala.
Slika 2.5: Parametri obravnavanega valja.
Ker smo predpostavili nitasto strukturo v steni cilindra, moramo modelirati material
valja kot anizotropen – natančneje, predpostavili bomo, da je transverzalno izotro-
pen.
2.1.1 Transverzalna izotropija
Transverzalno izotropna snov je material, katerega lastnosti so simetrične okoli osi, ki je
normala ravnini izotropije. Transverzalna ravnina ima neskončno simetrijskih ravnin,
kar pomeni, da so lastnosti materiala enake v vse smeri na njej. Zato, so taki materiali
poznani tudi kot polarno anizotropni.
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Za območje linearne elastičnosti sta napetost in deformacija povezana preko Hooke-
ovega zakona
σ = Cε. (2.1)
Pogoj za snovno simetrijo v linearni elastičnosti je [4],
C = Aε
TCAε, (2.2)
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Za specifične vrednost θ v matriki A lahko pokažemo, da se tenzor četrtega reda lahko
zapǐse kot matrika z 5 neodvisnimi spremenljivkami
C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Cxxxx Cxxxx − 2Cxyxy Cxxzz 0 0 0
Cxxxx − 2Cxyxy Cxxxx Cxxzz 0 0 0
Cxxzz Cxxzz Czzzz 0 0 0
0 0 0 Cyzyz 0 0
0 0 0 0 Cyzyz 0











Cxxxx Cxxxx − 2Cxyxy Cxxzz 0 0 0
Cxxxx − 2Cxyxy Cxxxx Cxxzz 0 0 0
Cxxzz Cxxzz Czzzz 0 0 0
0 0 0 Cyzyz 0 0
0 0 0 0 Cyzyz 0











Usmerjenost vlaken, torej simetrijske osi materiala, smo določili da poteka vzdolž
plašča, zasukana za kot φ , ki bo parameter končnega modela. Na sliki 2.6 je pri-
kazana usmeritev simetrijske osi ter postavitev koordinatnega sistema.
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Slika 2.6: Usmeritev simetrijske osi materiala.




3.1 Izpeljava enačb efektivnega modela
Ker smo imeli opravka z votlim valjem, smo primer obravnavali v cilindričnem koordi-
natnem sistemu.
Na valj smo postavili koordinatni sistem kot prikazuje slika 3.1. Na sliki smo označili
glavne napetosti, pri čemer predpostavimo da je napetost v radialni smeri enaka nič
(σrr = 0). V valju predpostavimo homogeno napetostno stanje.
Slika 3.1: Postavitev koordinatnega sistema.
Zaradi enakomerne obremenitve se izkaže, da je napetost konstantna po preseku ter
lahko valj navidezno prerežemo po poljubni ravnini, kot prikazuje slika 3.2.
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Slika 3.2: Napetosti v θ smeri.
Zapǐsemo enačbo statičnega ravnovesja sil
σθθAθθ + pApθ = 0. (3.1)
Določimo površino Aθθ na kateri deluje σθθ
Aθθ = 2tL (3.2)
ter površino Apθ na katero deluje zunanji tlak p
Apθ = 2rL. (3.3)
Iz enačbe za ravnotežje sil (3.1) izrazimo σθθ ter vstavimo enačbi za površini (3.2) in





Podobno kot za θ smer lahko naredimo za z-smer. Valj prerežemo z ravnino katere
normala sovpada z z-osjo kot je razvidno iz slike 3.3.
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Slika 3.3: Napetosti v z smeri.
Zapǐsemo enačbo statičnega ravnovesja sil
σzzAzz + pApz = 0. (3.5)
Določimo površino Azz na kateri deluje σzz. Pri tem predpostavimo da je D >> t,
tako, da lahko povšino kolobarja obravnavamo kot obseg krat debelino stene
Azz = 2πrt. (3.6)
Določimo še površino Apz na katero deluje zunanji tlak p
Apz = πr
2. (3.7)
Iz enačbe za ravnotežje sil (3.5) izrazimo σzz ter vstavimo enačbi za površini (3.6) in





Na robu valja predpostavimo, da strižne napetosti σθz ni, ter predpostavljamo ho-
mogeno napetostno stanje preko celotnega materiala, torej je strižna napetost vzdolž
celotnega valja enaka 0.
3.1.1 Pomiki in deformacije
Za določitev enačb deformacije moramo najprej definirati vektor pomikov (3.9) ter
upoštevati predpostavke modela.




– pomik v radialni smeri ni funkcija radija
wr ̸= f(r), (3.10)
– premer ostane enak po deformaciji
r = r0, (3.11)
– napetost v r smeri je 0
σrr = 0, (3.12)
Komponente deformacijskega tenzorja v cilindričnih koordinatah z upoštevanjem osne

















































3.1.2 Materialni zakon za naš primer
Zanimajo nas le enačbe za 2 dimenziji, ker smo predpostavili, da je napetost v 3. di-
menziji enaka 0, kar pomeni, da tudi konstante v stolpcih in vrsticah matrike elastičnih
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Cxxxx − 2Cxyxy Cxxxx Cxxzz 0 0 0
Cxxzz Cxxzz Czzzz 0 0 0
0 0 0 Cyzyz 0 0
0 0 0 0 Cyzyz 0














Tako iz šestih enačb dobimo le tri, ki so zapisane z naslednjo enačbo⎡⎣σxxσzz
σxz
⎤⎦ =


















Da se znebimo enega od parametrov v matriki iz nje izrazimo EL⎡⎣σTTσLL
σTL










Z vidika preglednosti (brezdimenzijska) razmerja preimenujemo tako, da dobimo⎡⎣σTTσLL
σTL
⎤⎦ = EL ·







σ = Cε. (3.20)
Parametri togostne matrike imajo tudi fizikalen pomen (slika 3.4):
– ET je razmerje med napetostjo in deformacijo v smeri pravokotni na smer vlaken,
ko v drugih smereh ni napetosti,
– EL razmerje med napetostjo in deformacijo v smeri vlaken, ko v drugih smereh ni
napetosti,
– D je razmerje strižne napetosti v smeri vlaken ter strižne deformacije, ko ni drugih
napetosti,
– B je togost, ki povzroča napetost pravokotno na vlakna, v primeru da je deformacija
v tej smeri onemogočena, ob deformaciji vzporedno vlaknom.
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Slika 3.4: Fizikalni pomen parametrov togostne matrike.
3.1.3 Transformacija koordinat
Kot smo nakazali že v preǰsnjem poglavju, v materialu obravnavamo polarno izotropijo
v smeri vlaken materiala, za katera predpostavimo, da so zasukana glede na koordinatno
sistem valja za kot φ, zato moramo, če želimo enačbe prenesti na naš model valja,
transformirati koordinate napetostnega tenzorja za ta kot, kot prikazuje slika 3.5.
Slika 3.5: Rotacija koordinatnega sistema.
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Da bi prǐsli iz napetosti, ki smo jih določili, do napetosti, ki jih postebujemo za izračun




⎡⎣ cos2(φ) sin2(φ) 2 sin(φ) cos(φ)sin2(φ) cos2(φ) −2 sin(φ) cos(φ)





σ = Tσ. (3.22)
3.1.4 Materialni zakon s transformacijo koordinat
Za izračun deformacije valja moramo materialni zakon upoštevati v osnovnem (cilin-
dričnem) koordinatnem sistemu
σ = Cε. (3.23)
Obe strani množimo z matriko inverzne koordinatne transformacije
Tσ = C(Tε) /(T−1·) (3.24)
in dobimo
σ = (T−1CT)ε. (3.25)
Definiramo materialni zakon za naš osnovni koordinatni sistem, ki je odvisen od ma-
terialnega zakona v pomožnem koorinatnem sistemu ter kota zasuka vlaken
M = T−1CT. (3.26)
Posledično je
σ = Mε, (3.27)
oziroma v matrični obliki⎡⎣σθθσzz
σθz
⎤⎦ =





Iz enačbe izrazimo deformacije in dobimo
ε = Nσ, (3.29)
kjer je
N = M−1. (3.30)
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Zasuk εθz nas ne zanima, vendar smo enačbo zanj morali upoštevati pri izvajanju
inverza togostne matrike, saj pri anizotropnih materialih, kjer potekajo glavne osi ma-
terialnih lastnosti pod kotom, osna napetost lahko povzroča tudi strižne deformacije.
3.1.5 Faktor deformacije
Definirali smo faktor deformacije κ, ki je razmerje med deformacijo εzz in εθθ. S tem
smo se znebili parametra EL in dobili enoten parameter, ki nam opisuje ali se valj











f(ηT ,ηB,ηD,φ) =− cos(4φ)(2ηB2 + 2ηBηD + (ηD − 2)ηT + ηD) + 2ηB2−





g(ηT ,ηB,ηD,φ) = cos(4φ)(2ηB
2 + 2ηBηD + (ηD − 2)ηT + ηD)− 2ηB2−
10ηBηD − 8ηD(ηT − 1) cos(2φ) + 7ηDηT + 7ηD + 2ηT
. (3.37)
Vemo, da se valj v vsakem primeru skrči v radialni smeri, torej je κ pozitiven, če je
deformacija tudi v aksialni smeri negativna in negativen, če je deformacija v aksialni
smeri pozitivna.
15
4 Rezultati in diskusija
Vemo, da v našem primeru togost ni negativna ter lahko predpostavimo, da je togost v
smeri vlaken najvǐsja, zato lahko sklepamo, da so vsi brezdimenzijski togostni parametri




Če si narǐsemo diagram (slika 4.1), ki prikazuje, kako sta predznačena imenovalec (εzz)
in števec (εθθ) v enačbi za faktor deformacije κ, lahko vidimo, da lahko v našem modelu
dobimo vsa štiri deformacijska stanja: obe deformaciji negativni, po ena deformacija
pozitivna, druga negativna ter obe deformaciji pozitivni.
Diagram na sliki 4.1 je narisan za fiksno brezdimenzijko strižno togost ηD = 0.5 ter kot
zasuka vlaken φ = π
3
.
Slika 4.1: Deformacijska stanja modela.
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Čeprav model dopušča vse te možnosti deformacijskih stanj, je za nas zanimivo le
področje, kjer je deformacija v aksialni smeri pozitivna ter deformacija v radialni smeri
negativna. Torej nas zanima le primer, ko je εzz > 0 ter εθθ < 0. To območje smo
definirali kot uporabno območje funkcije.
V primeru, da so vlakna zasukana pod določenim kotom, se nam pojavi tudi strižna
deformacija εθz. Če darǐsemo njen graf (slika 4.2) za poljubne togostne ter geometrijske
parametre znotraj uporabnega območja, vidimo da je pozitivna. Na tem grafu nas ne
zanima vrednost deformacije, saj smo parametre vnesli poljubno, temveč le oblika
krivulje. Opazimo, da funkcija narašča do kritičnega kota, od katerega naprej ponovno
pada.
Ostali parametri za deformacijo na sliki 4.2 so: ηT = 0.2, ηB = 0.5, ηD = 0.5, EL = 1
MPa, r0 = 10 mm, t = 1 mm in p = 1 MPa.
Slika 4.2: Potek strižne deformacije εθz v odvisnosti od kota zasuka φ.
Če si narǐsemo grafe, ki prikazujejo, kako se uporabno območje spreminja za nekaj
diskretnih vrednost kota zasuka φ (slika 4.3) pri brezdimenzijski strižni togosti ηD =
0,5, opazimo, da uporabno območje dobimo za vsak kot. Pri kotu zasuka φ = 0 so
vlakna vzporedna z z-osjo.
Vidimo lahko tudi, da pod določenim kotom dobimo območje, kjer naj bi bili obe
deformaciji pozitivni (na sliki 4.3 označeno z zeleno barvo). Ob tem rezultatu se
moramo vprašati, ali mogoče obstajajo določene kombinacije togostnih parametrov,
ki v realnosti niso mogoče. V realnosti so razmerja med togostmi omejena, v našem
modelu smo pa le predpostavili da so nekje med 0 in 1, brez da bi pri tem upoštevali
kakršno koli medsebojno odvisnost.
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Rezultati in diskusija
Slika 4.3: Spreminjanje uporabnega območja za nekaj diskretnih vrednosti kota
zasuka φ pri konstantni brezdimenzijski strižni togosti ηD.
Narisali smo si še diagrame, ki prikazujejo spreminjanje uporabnega območja za nekaj
diskretnih vrednosti brezdimenzijske strižne togosti ηD (slika 4.4) pri konstantnem kotu
zasuka φ = π
3
. Vidimo, da se uporabno območje z vǐsanjem brezdimenzijske strižne




Slika 4.4: Spreminjanje uporabnega območja za nekaj diskretnih vrednosti
brezdimenzijske strižne togosti ηD pri konstantnem kotu zasuka φ.
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5 Zaključki
V zaključni nalogi smo postavili enostaven model za opis deformacij nitastih bakterij.
Pri tem smo:
1. Izbrali smo homogen valj iz anizotropnega materiala kot model za opis obnašanja
cilindrične bakterije pod vplivom hidrostatičnega tlaka. Pri tem smo predposta-
vili, da notranjost bakterije ne vpliva občutno na njeno deformacijo ter da se
razlog za predvideno deformacijo nahaja v podolgovatem delu kapsulaste oblike.
2. Izpeljali enačbe, ki opisujejo deformacijo takega valja. Material smo obravnavali
kot polarno izotropen, v katerem so niti v bakterijski steni zasukane pod kotom
glede na os valja.
3. Ugotovili smo, da nam tak model omogoča opis deformacije kot jih lahko vidimo
v nekaterih primerih pri bakterijah, vendar pa za določena razmerja togostnih
parametrov dobimo vprašljive rezultate.
4. Analizirali smo tudi kako različni parametri tega materiala vplivajo na končno
deformacijsko stanje, ter v katerem področju je model uporaben.
Model predstavlja osnovo, za enostaven popis deformacije bakterije, brez potrebe po
računsko zahtevnih in časovno potratnih simulacijah.
Model velja le ob primeru, ko držijo vse predpostavke na podlagi katerih je izpeljan.
To so predpostavka majhnih deformacij in predpostavka, da notranjost bakterije ne
občutno vpliva na njeno deformacijo. Velja seveda le za bakterije kapsulaste oblike.
Predlogi za nadaljnje delo
V nadaljnjih raziskavah bi lahko raziskali še možnost alternativnih modelov bakterije
ter jih med seboj primerjali z bolj kompleksnimi numeričnimi simulacijami bakterij
npr., takšnimi ki temeljijo na FEM.
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